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Ì.À.Àëåêñååâ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó, íîñÿùóþ èìÿ èçâåñòíîãî èñòîðèêà ïåðâîãî âåêà Èîñèôà Ôëàâèÿ.
Åå ôîðìóëèðîâêà ñâÿçàíà ñ òàêîé ëåãåíäîé [1]. Âî âðåìÿ èóäåéñêîé âîéíû îòðÿä Èîñè-
ôà, ñîñòîÿùèé èç 41 ÷åëîâåêà, áûë îêðóæåí ðèìëÿíàìè. Íå æåëàÿ ïîïàñòü â ïëåí, âîèíû
ðåøèëè âûñòðîèòüñÿ â êðóã è óáèâàòü êàæäîãî òðåòüåãî èç æèâûõ äî òåõ ïîð, ïîêà íå
îñòàíåòñÿ íè îäíîãî ÷åëîâåêà. Èîñèô ñ÷åë ïîäîáíûé êîíåö áåññìûñëåííûì è áûñòðî âû-
÷èñëèë äëÿ ñåáÿ ñïàñèòåëüíîå �ïîñëåäíåå� ìåñòî.

Â áîëåå îáùåé ôîðìóëèðîâêå çàäà÷à âûãëÿäèò òàê: n ÷åëîâåê âûñòðàèâàþòñÿ ïî êðóãó
è íà÷èíàþò ñ÷åò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ïðè êîòîðîì êàæäûé q-ûé ÷åëîâåê âûáûâàåò èç
êðóãà. Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü, êòî æå îñòàíåòñÿ ïîñëåäíèì.

Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøåãî ïîâåñòâîâàíèÿ çàíóìåðóåì ëþäåé â êðóãå ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå ÷èñëàìè îò 0 äî n − 1, ïðè÷åì íîìåð 0 äàäèì ÷åëîâåêó, ñ êîòîðîãî íà÷èíàåò-
ñÿ ñ÷åò. Íîìåð èñêîìîãî �ïîñëåäíåãî� ÷åëîâåêà îáîçíà÷èì ÷åðåç Jq(n).

Ýòà çàäà÷à íå òàê ïðîñòà, êàê êàæåòñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä, è â ïîëíîì îáúåìå íå ðåøåíà
äî ñèõ ïîð. Ïîä ðåøåíèåì çäåñü ïîíèìàåòñÿ ëèáî íàõîæäåíèå ïðîñòîé çàìêíóòîé ôîð-
ìóëû äëÿ Jq(n), ëèáî óêàçàíèå äîñòàòî÷íî áûñòðîãî àëãîðèòìà äëÿ âû÷èñëåíèÿ Jq(n) íà
êîìïüþòåðå. Óäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû òîëüêî â ñëó÷àå n � q. Êàê áó-
äåò ïîêàçàíî äàëåå, â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ Jq(n) òðåáóþùèé
O((q − 1) lnn) äåéñòâèé.

Ñíà÷àëà ïîïðîáóåì ïîäñ÷èòàòü Jq(n) äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé n.
Ñëó÷àé n = 1 òðèâèàëåí: ó íàñ âñåãî îäíî ìåñòî � îíî è ÿâëÿåòñÿ �ïîñëåäíèì�. Ïîýòîìó

Jq(1) = 0.
Â ñëó÷àå n = 2 âñå ðåøàåò ÷åòíîñòü ÷èñëà q: åñëè q ÷åòíî, òî âûáûâàåò ÷åëîâåê ïî íîìå-

ðîì 1; åñëè íå÷åòíî � ïî íîìåðîì 0. Ïîýòîìó ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî íîìåð îñòàâøåãîñÿ
Jq(2) = q mod 2.

Ñëó÷àé n = 3 ñëîæíåå. Ïåðâûì èç êðóãà âûáûâàåò ÷åëîâåê ïîä íîìåðîì (q− 1) mod 3.
Â êðóãó îñòàíóòñÿ 2 ÷åëîâåêà � ñèòóàöèÿ ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ ñ åäèíñòâåííûì îòëè÷èåì:
ñ÷åò íà÷èíàåòñÿ ñ ÷åëîâåêà ïîä íîìåðîì q mod 3. Íî ýòî ðàñõîæäåíèå ëåãêî óñòðàíèòü:
�ïîâåðíåì� èçâåñòíûé íàì îòâåò Jq(2) íà q mod 3 íîìåðîâ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. ×èñëåííî
ýòî âûãëÿäèò òàê

Jq(3) = (Jq(2) + (q mod 3)) mod 3 = (Jq(2) + q) mod 3.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü îáùóþ ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó.
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Ëåììà 1. Ñïðàâåäëèâà ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà

Jq(n+ 1) = (Jq(n) + q) mod (n+ 1). (1)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè Jq(n) + q < n + 1, òî îïåðàöèÿ âçÿòèÿ ïî ìîäóëþ â ôîðìóëå (1)
íèêàê íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàò, à ïîòîìó Jq(n+1) = Jq(n)+ q. Ïîïðîáóåì äâèíóòüñÿ äàëåå:
åñëè Jq(n+ 1) + q < n+ 2, òî Jq(n+ 2) = Jq(n+ 1) + q = Jq(n) + 2q.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: äî êàêèõ ïîð ìû ìîæåì ïîëó÷àòü òàêèå îòíîñèòåëüíî ïðîñòûå âûðà-
æåíèÿ? Îòâåò äàåò íåðàâåíñòâî Jq(n)+sq < n+s. Ïóñòü s = s0 åãî ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå,
òîãäà äëÿ âñåõ t 6 s0 ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Jq(n + t) = Jq(n) + tq. Ìîæíî òàêæå ñäåëàòü
îäèí øàã �çà s0� è ïîëó÷èòü äëÿ t = s0 + 1 ôîðìóëó Jq(n+ t) = (Jq(n) + tq) mod (n+ t).

Ëåììà 2. Äëÿ t = 0, 1, . . . ,
⌈
n−Jq(n)

q−1

⌉
ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

Jq(n+ t) = (Jq(n) + tq) mod (n+ t). (2)

Ïðè n < q ýòà ôîðìóëà íå ïîçâîëÿåò äâèãàòüñÿ ñ øàãîì áîëüøèì 1 è ïî ñóòè íè÷åì íå
îòëè÷àåòñÿ îò (1).

Çàòî ïðè n > q ôîðìóëà (2) ïîçâîëÿåò áûñòðî âû÷èñëÿòü Jq(n) ïî çàðàíåå âû÷èñ-
ëåííîìó çíà÷åíèþ Jq(q − 1) = Jq(q). Â ÷àñòíîñòè ïîýòîìó îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò
âû÷èñëåíèå �ñòàðòîâîãî� çíà÷åíèÿ Jq(q). Íà äàííûé ìîìåíò íå èçâåñòíî àëãîðèòìà, ïîçâî-
ëÿþùåãî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèå Jq(q) áûñòðåå ÷åì çà O(q) îïåðàöèé, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè,
íå íàéäåíî ôîðìóëû ñóùåñòâåííî ëó÷øåé ôîðìóëû (1). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Jq(q)}∞q=1

äîñòàòî÷íî èçâåñòíà è óêàçàíà, íàïðèìåð, â [2].
Èäåÿ óïîìÿíóòîãî óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (2)

èç î÷åðåäíîãî âû÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ Jq(m) ìû ñðàçó ïåðåõîäèì ê Jq(m +
⌈
m−Jq(m)

q−1

⌉
), è

òàêèìè �ñåìèìèëüíûìè� øàãàìè äâèãàåìñÿ îò çíà÷åíèÿ Jq(q − 1) ê Jq(n). Íî ïðåæäå ÷åì

ïåðåõîäèòü ê äåòàëÿì äàííîãî ïðîöåññà, äàâàéòå óïðîñòèì ôîðìóëó (2) ïðè t =
⌈
n−Jq(n)

q−1

⌉
.

Òåîðåìà 3. Ïðè n > q è t =
⌈
n−Jq(n)

q−1

⌉
ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

Jq(n+ t) = (Jq(n)− n) + t(q − 1).

Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �îïîðíûõ� çíà÷åíèé

mk+1 = mk +

⌈
mk − Jq(mk)

q − 1

⌉
=

⌈
qmk − Jq(mk)

q − 1

⌉
, k = 0, 1, . . . (3)

Çäåñü ó íàñ åñòü ñâîáîäà â âûáîðå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ m0. Ìîæíî, íàïðèìåð, ñ÷èòàòü
m0 = q − 1.

Ôîðìóëà (3) íåóäîáíà òåì, ÷òî â íåå âõîäèò íåèçâåñòíîå çíà÷åíèå Jq(mk). Íàøåé áëè-
æàéøåé öåëüþ áóäåò èçáàâèòüñÿ â ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå äëÿ mk îò çàâèñèìîñòè îò
Jq(mk).
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Òåîðåìà 3 ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ Jq(mk)

Jq(mk+1) = Jq(mk)−mk + (mk+1 −mk)(q − 1) = Jq(mk) + (q − 1)mk+1 − qmk.

Ïðîñóììèðîâàâ ýòî ðàâåíñòâî ïî k îò 0 äî k − 1, ïîëó÷èì

Jq(mk) = Jq(m0) + (q − 1)mk −
k−1∑
j=0

mj − (q − 1)m0. (4)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (3), ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëó

mk+1 =

⌈∑k
j=0mj − Jq(m0)

q − 1

⌉
+m0,

Òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü m0 < m1 < . . . ëåãêî ïîñòðîèòü îòòàëêèâàÿñü òîëüêî îò
Jq(m0). Çíà÷åíèÿ Jq â òî÷êàõ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêæå ëåãêî îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîð-
ìóëå (4).

Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > m0 ìû ìîæåì íàéòè òàêîå k, ÷òîmk−1 6 n < mk. Òåîðåìà
3 âêóïå ñ ôîðìóëîé (3) ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü mk−1 6 n < mk. Òîãäà

Jq(n) = Jq(m0) + qn−
k−1∑
j=0

mj − (q − 1)m0 = qn− (q − 1)mk + Jq(mk). (5)

Íàøà öåëü äîñòèãíóòà: ïî çíà÷åíèþ Jq(m0) ìû íàó÷èëèñü áûñòðî íàõîäèòü çíà÷åíèå
Jq(n) äëÿ n > m0. À âîò, ÷òîáû îöåíèòü áûñòðîòó îïèñàííîãî ñïîñîáà âû÷èñëåíèé, ëó÷øå
âçãëÿíóòü íà ôîðìóëû íåìíîãî ñ äðóãîé ñòîðîíû.

Òîæäåñòâî (4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(q − 1)mk − Jq(mk) = ((q − 1)m0 − Jq(m0)) +
k−1∑
j=0

mj. (6)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå D
(q)
k

def
=(q − 1)mk − Jq(mk) ñîîòâåòñòâóþùåå àíàëîãè÷íîìó (ñ òî÷-

íîñòüþ äî ñäâèãà èíäåêñîâ) â [1]. Òîãäà ôîðìóëó (5) ìîæíî çàïèñàòü êàê

Jq(n) = nq −D(q)
k . (7)

Ïðè ýòîì ôîðìóëû (3) è (6) ìîæíî ñîîòâåòñòâåííî ïðèâåñòè ê âèäó

mk =

⌈
D

(q)
k

q − 1

⌉
(8)
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è

D
(q)
k = D

(q)
0 +

k−1∑
j=0

mj.

Ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíþþ ôîðìóëó

D
(q)
k = D

(q)
0 +

k−1∑
j=0

mj = D
(q)
k−1 +mk−1 = D

(q)
k−1 +

⌈
D

(q)
k−1

q − 1

⌉
=

⌈
q

q − 1
D

(q)
k−1

⌉
. (9)

Èç ôîðìóëû (8) ñëåäóåò, ÷òî íåðàâåíñòâî mk−1 6 n < mk ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî çíà÷å-

íèå D
(q)
k ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì áîëüøèì ÷åì n(q−1). Îòñþäà è ôîðìóëû (9) çàêëþ÷àåì,

÷òî ÷èñëî øàãîâ

k 6 log q
q−1

n(q − 1)

D
(q)
0

n�q∼ (q − 1) lnn.

Â çàêëþ÷åíèå äîêàæåì îäèí èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå ïîëó÷åííûé
â ðàáîòå [3].

Òåîðåìà 5.

D(3)
n =

⌊(
3

2

)n

C

⌋
,

ãäå C � êîíñòðóêòèâíî îïðåäåëÿåìàÿ êîíñòàíòà (çàâèñÿùàÿ îò D
(3)
0 ).

Äîêàæåì åãî, èñïîëüçóÿ òåõíèêó, îïèñàííóþ â [4] (ñ.34).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåïèøåì ôîðìóëó (9) ïðè q = 3 â âèäå

D
(3)
k =

3

2
D

(3)
k−1 + αk, (10)

ãäå αk ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0 èëè 1
2
â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè ÷èñëî 3

2
D

(3)
k−1 öåëûì

èëè íåò.
�Ðàçâåðíåì� ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó (10)

D
(3)
n = 3

2
D

(3)
n−1 + αn = 3

2

(
3
2
D

(3)
n−2 + αn−1

)
+ αn =

(
3
2

)2
D

(3)
n−2 +

3
2
αn−1 + αn = . . . =

=
(
3
2

)n
D

(3)
0 +

(
3
2

)n−1
α1 +

(
3
2

)n−2
α2 + . . .+ αn =

(
3
2

)n(
D

(3)
0 +

n∑
k=1

(
2
3

)k
αk

)
.

Îïðåäåëèì êîíñòàíòó C ôîðìóëîé

C
def
= D

(3)
0 +

∞∑
k=1

(
2

3

)k

αk = D
(3)
0 +

2

3
α1 +

(
2

3

)2

α2 + . . . (11)
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Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü(
3
2

)n
C −D(3)

n =
(
3
2

)n(
D

(3)
0 +

∞∑
k=1

(
2
3

)k
αk

)
−
(
3
2

)n(
D

(3)
0 +

n∑
k=1

(
3
2

)k
αk

)
=

=
(
3
2

)n ∞∑
k=n+1

(
2
3

)k
αk =

∞∑
k=n+1

(
2
3

)k−n
αk

(12)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

0 6

(
3

2

)n

C −D(3)
n < 1. (13)

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà òðèâèàëüíà ââèäó ôîðìóëû (12) è íåðàâåíñòâà αk > 0.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðàâîé ÷àñòè âîñïîëüçóåìñÿ (12), íåðàâåíñòâîì αk 6 1

2
è ôîðìóëîé

äëÿ ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè(
3

2

)n

C −D(3)
n =

∞∑
k=n+1

(
2

3

)k−n

αk 6
∞∑

k=n+1

(
2

3

)k−n
1

2
= 1. (14)

Ìû ïî÷òè ó öåëè: îñòàëîñü òîëüêî ïîêàçàòü, ÷òî ðàçíîñòü
(
3
2

)n
C − D

(3)
n íå ìîæåò

ðàâíÿòüñÿ 1 íè ïðè êàêîì n. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî
(
3
2

)n
C − D

(3)
n = 1 ïðè

íåêîòîðîì n, íî òîãäà èç (14) ïîëó÷èì, ÷òî αk =
1
2
ïðè âñåõ k > n. Ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî

òîìó, ÷òî ïðè k > n âñå ÷èñëà D
(3)
k íå÷åòíû. Ïóñòü 2t ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü 2-êè, êîòîðàÿ

äåëèò ÷èñëî D
(3)
n + 1. Èç ôîðìóëû

D
(3)
n+1 + 1 =

(
3

2
D(3)

n +
1

2

)
+ 1 = 3

D
(3)
n + 1

2

ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ 2-êè, êîòîðàÿ äåëèò D
(3)
n+1+1, áóäåò 2t−1. Àíàëîãè÷íî

D
(3)
n+2 + 1 áóäåò äåëèòüñÿ ìàêñèìóì íà 2t−2 è ò.ä., D

(3)
n+t + 1 áóäåò äåëèòüñÿ ìàêñèìóì íà

20 = 1, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî D
(3)
n+t + 1 íå÷åòíîå, à ÷èñëî D

(3)
n+t ñîîòâåòñòâåííî ÷åòíîå.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (13).

Ïðèìåð 6. Åñëè, ñëåäóÿ [1], ñ÷èòàòü D
(3)
0 = 1, òî ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ αk ïðè

k = 1, 2, . . . , 40 áóäóò ñëåäóþùèìè:

α1 =
1
2

α11 =
1
2

α21 = 0 α31 = 0
α2 = 0 α12 = 0 α22 =

1
2

α32 = 0
α3 =

1
2

α13 = 0 α23 =
1
2

α33 = 0
α4 =

1
2

α14 =
1
2

α24 = 0 α34 = 0
α5 = 0 α15 =

1
2

α25 =
1
2

α35 = 0
α6 = 0 α16 = 0 α26 = 0 α36 =

1
2

α7 = 0 α17 =
1
2

α27 = 0 α37 =
1
2

α8 =
1
2

α18 = 0 α28 =
1
2

α38 = 0
α9 =

1
2

α19 =
1
2

α29 = 0 α39 =
1
2

α10 = 0 α20 = 0 α30 =
1
2

α40 = 0

Îíè ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü C = 1.622270503 . . . ñ òî÷íîñòüþ 10−7.
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